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Re´sume´ :
Cet article pre´sente le concept d’ Abaques Virtuels  en calcul de structures. Base´ sur la me´thode de
re´duction de mode`le, appele´e Proper Generalized Decomposition (PGD), l’ide´e est de cre´er un outil
nume´rique d’aide a` la conception pour les inge´nieurs ou` seront stocke´es des quantite´s d’inte´reˆt calcule´es
pour l’ensemble des configurations ge´ome´triques. Deux approches diffe´rentes ont e´te´ de´veloppe´es afin
d’introduire les variations ge´ome´triques au sein de la PGD. Des re´sultats prometteurs ont e´te´ obtenus
sur des exemples acade´miques.
Abstract :
The paper presents the concept of “Virtual Charts” applied to computational structural mechanics.
Based on the Proper Generalized Decomposition (PGD), a model reduction method, the idea is to
create a numerical tool to help engineers to perform shape optimization, where quantities of interest,
computed for all the geometrical configurations, will be stored. Two different approaches have been
developed in order to introduce geometry variations as parameters in the PGD. Promising results were
obtained for academic examples.
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1 Introduction
Malgre´ le progre`s constant des moyens informatiques ces dernie`res anne´es, les essais expe´rimentaux
conservent une place pre´ponde´rante lors de la conception de structures dans l’industrie, car la re´solution
nume´rique de mode`les complexes de grande taille demeure encore souvent hors de porte´e. Et meˆme
lorsque la simulation est possible, chaque nouvelle structure conc¸ue en bureau d’e´tudes est aborde´e
comme un nouveau proble`me, traite´ de manie`re inde´pendante des cas de´ja` e´tudie´s, ce qui conduit a`
un tre`s grand nombre de simulations. Le recours a` des essais expe´rimentaux ainsi qu’a` ces multiples
simulations entraˆıne des couˆts temporels et financiers importants dont la re´duction est un enjeu cru-
cial.
L’ide´e de´veloppe´e ici, consiste a` regrouper les structures semblables (qui ne diffe`rent que par les va-
leurs donne´es a` un certain jeu de parame`tres) en  familles  et a` pre´calculer la solution ge´ne´rale pour
chacune des familles sous forme parame´tre´e. Les quantite´s d’inte´reˆt utiles au dimensionnement sont
alors stocke´es dans des  abaques virtuels  qui seront utilise´s en quasi temps re´el par l’inge´nieur lors
de la phase de conception en particularisant les solutions pour les valeurs de parame`tres conside´re´es.
La construction de ces abaques est base´e sur la me´thode de re´duction de mode`le PGD (Proper Gene-
ralized Decomposition) introduite pour la premie`re fois en 1985 par P. Ladeve`ze sous le nom d’ Ap-
proximation Radiale  [4] afin de traiter des proble`mes non line´aires de´pendant du temps. Elle permet
de ge´ne´rer la solution d’un proble`me parame´tre´ pour l’ensemble des jeux de parame`tres et son effica-
cite´ a e´te´ de´montre´e dans le cas de proble`mes temps-espace [5], multie´chelles [6], multiphysiques [7]
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et parame´triques [1]. Dans le cadre de cette e´tude avec ASTRIUM-ST, les abaques virtuels sont cre´e´s
pour prendre en compte les variations de ge´ome´trie, qui sont un des points cle´s dans le processus de
conception. Il s’agit alors de conside´rer ces variations ge´ome´triques comme des parame`tres dans la
me´thode PGD et de calculer les grandeurs d’inte´reˆt a` partir de la re´solution de proble`mes adjoints
avec le controˆle de l’erreur.
Apre`s un rappel succint de la PGD, on pre´sente deux approches diffe´rentes de´veloppe´es pour adapter
la Proper Generalized Decomposition aux variations de ge´ome´trie puis leurs possibilite´s sont discute´es
au travers d’un exemple acade´mique bidimensionnel.
2 Proper Generalized Decomposition et variations de ge´ome´trie
2.1 Proper Generalized Decomposition
Le lecteur pourra trouver une pre´sentation approfondie de la me´thode PGD dans [8] et une bibliogra-
phie de´taille´e sur le sujet dans [2]. Cette me´thode est base´e sur l’ide´e que la solution d’un proble`me
donne´ peut eˆtre approxime´e avec une bonne pre´cision graˆce a` un nombre re´duit de modes. On peut
remarquer l’analogie avec la dynamique ou` la majeure partie de l’information est contenue dans les
premiers modes. Lorsque l’on ajoute des modes, la solution est alors enrichie.
Pour cela, un champ inconnu f est recherche´ en faisant l’hypothe`se de se´paration de variables. Un
exemple d’approximation PGD est donne´ ci-dessous pour un proble`me de´fini sur le temps et l’espace :
∀(M, t) ∈ Ω× [0, T ], f(M, t) ≈ fˆn(M, t) =
n∑
i=1
λi(t)Λi(M) (1)
ou` Λi sont les modes spatiaux et λi sont les fonctions temporelles.
En pratique, le nombre n de couples PGD ne´cessaires pour obtenir une bonne approximation de la
solution est tre`s faible. Les couˆts de calcul et de stockage sont donc fortement re´duits. De plus, les
fonctions Λi et λi ne sont pas donne´es a priori. Elles seront calcule´es par un processus ite´ratif.
Cette de´marche peut eˆtre e´tendue aux proble`mes parame´triques et multidimensionnels.
f(M, t, α1, . . . , αk) ≈ fˆn(M, t, α1, . . . , αk) =
n∑
i=1
f1i (α1) . . . f
k
i (αk)λi(t)Λi(M) (2)
ou` α1, . . . , αk sont des parame`tres de´finissant la ge´ome´trie.
L’objectif est de construire la solution du proble`me pour toutes les configurations ge´ome´triques, c’est-
a`-dire pour toutes les valeurs de α1, . . . , αk et d’en de´duire une quantite´ d’inte´reˆt utile au dimension-
nement qui sera stocke´e dans un Abaque Virtuel pour une utilisation ulte´rieure par l’inge´nieur.
2.2 Exemple
La Figure 1 pre´sente un exemple de structure dont l’on souhaite optimiser deux dimensions ge´ome´triques
en prenant comme grandeur d’inte´reˆt pour le dimensionnement le maximum de la contrainte de Von
Mises. On note α et β, les parame`tres ge´ome´triques associe´s respectivement a` une longueur et au
rayon de courbure d’un conge´, qui seront pris en compte dans la me´thode PGD. La structure est
encastre´e et un chargement constant est applique´ a` l’extre´mite´ oppose´e. Il reste a` adapter la PGD afin
d’y incorporer les variations de ge´ome´trie.
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Figure 1 – Structure test
2.3 Me´thode 1
Une structure de re´fe´rence Ω0 est de´finie et maille´e. Pour chaque structure Ωα, correspondant a` une
configuration ge´ome´trique parame´tre´e par α = {α1, . . . , αk}, il est possible de revenir a` la structure de
re´fe´rence graˆce a` des transformations ge´ome´triques [3]. Pour cela, on e´crit la formulation variationnelle
du proble`me parame´trique.
∀δu ∈ U?,
∫
A
∫
Ωα
ε (u(M,α)) : κ ε (δu(M,α)) dαdΩ =
∫
A
∫
∂fΩα
fT δu(M,α) dαdΓ (3)
• A : espace des parame`tres ge´ome´triques auquel appartient α
• ε : champ des de´formations
• κ : tenseur de hooke
• u : vecteur de de´placement
• f : vecteur de chargement
Il est alors possible d’e´tudier le proble`me par rapport a` la structure de re´fe´rence graˆce a` un changement
de variables.
∀δu ∈ U?,
∫
A
∫
Ω 0
ε(u(M 0,α)) : κ ε(δu(M 0,α))|det J α| dαdΩ =
∫
A
∫
∂fΩ0
fT δu(M 0,α) dαdΓ (4)
ou` J
α
est la matrice Jacobienne de la transformation ge´ome´trique qui transforme Ω0 en Ωα :
∀M 0 ∈ Ω0, M = T (M 0) ∈ Ωα (5)
Le champ inconnu, ici le de´placement u, est recherche´ sous forme se´pare´e :
u(M 0,α) ≈
n∑
i=1
gi(α)U i(M 0) (6)
2.4 Me´thode 2
Dans cette me´thode, la structure de re´fe´rence Ω0 est de´finie comme la re´union de toutes les confi-
gurations ge´ome´triques Ωα. Pour chaque configuration ge´ome´trique, la structure courante est comme
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 plonge´e  dans un milieu  mou . Une nouvelle relation de comportement doit alors eˆtre de´finie
sur Ω0 :
κ˜ = κψα + aκ(1− ψα) ou` a 1 (7)
ou` {
ψα(M) = 1 si M ∈ Ωα
= 0 sinon
(8)
Pour calculer la matrice de rigidite´ d’un e´le´ment fini, on fait l’hypothe`se que la structure de re´fe´rence
est maille´e tre`s finement. La matrice de rigidite´ devient :
K˜
el
=
{
K
el
si l’e´le´ment entier appartient a` Ωα
aK
el
sinon
(9)
ou` K
el
est la matrice de rigidite´ classique d’un e´le´ment fini calcule´e avec la relation de comportement κ.
Ensuite le de´placement u est e´crit sous la forme d’une approximation PGD et le proble`me est re´solu
sur la structure de re´fe´rence.
2.5 Re´sultats
Les deux me´thodes ont e´te´ teste´es sur l’exemple pre´sente´ pre´ce´demment. La Figure 2a montre la
convergence de la me´thode 1 par rapport au nombre de couples PGD calcule´s. Il peut eˆtre note´
qu’avec seulement quatre couples, on obtient une erreur relative par rapport a` une solution de re´fe´rence
calcule´e graˆce a` une re´solution EF pour chaque configuration ge´ome´trique, infe´rieure a` 1%. Un exemple
d’Abaque Virtuel est aussi pre´sente´ Figure 2b ou` la quantite´ d’inte´reˆt conside´re´e est le maximum de
la contrainte de Von Mises.
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Figure 2 – Re´sultats d’une simulation utilisant la me´thode 1
3 Conclusions
Deux approches diffe´rentes ont e´te´ introduites dans le cadre de la Proper Generalized Decomposition et
utilise´es dans des exemples acade´miques ou` des variations de ge´ome´trie sont prises en conside´ration en
tant que parame`tres. Il a alors e´te´ possible de construire des  Abaques Virtuels  pour des quantite´s
d’intereˆt utiles au dimensionnement. La prochaine e´tape est d’appliquer ces me´thodes a` des proble`mes
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plus complexes afin de se rapprocher des contraintes industrielles d’ASTRIUM-ST. En particulier, dans
l’exemple pre´sente´ dans cet article, la quantite´ d’inte´reˆt (maximum de la contrainte de Von Mises)
a e´te´ calcule´e a` partir du proble`me direct. Par la suite, les quantite´s d’inte´reˆt seront de´termine´es a`
partir de la re´solution de proble`mes adjoints en comprenant le controˆle de l’erreur.
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